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1. Ïóñòü ìàòðèöà A êâàäðàòíàÿ, ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, è êðîìå òîãî, â êàæ-
äîé ñòðîêå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åäèíèöàìè ñòîÿò òîëüêî åäèíèöû. Äîêàæèòå, ÷òî
| detA| ≤ 1.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó åäèíèö è ðàçìåðó ìàòðèöû. Áàçà èí-
äóêöèè, êîãäà ìàòðèöà ñîñòîèò èç íóëåé èëè ìàòðèöà èìååò ðàçìåð 1× 1, î÷åâèäíî
âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè â ïåðâîì ñòîëáöå åäèíèö íåò, òî äåòåðìèíàíò ðàâåí íóëþ èç ðàçëîæåíèÿ ïî
ïåðâîìó ñòîëáöó. Åñëè â ïåðâîì ñòîëáöå îäíà åäèíèöà, òî ðàçëîæåíèå ïî ïåðâîìó
ñòîëáöó ñâîäèò çàäà÷ó ê ìåíüøåé ìàòðèöå.

Åñëè æå â ïåðâîì ñòîëáöå êàê ìèíèìóì äâå åäèíèöû, òî ïîñìîòðèì íà äâå ñòðîêè,
íà÷èíàþùèåñÿ ñ åäèíèöû, è âû÷òåì îäíó èç äðóãîé, òàê, ÷òîáû âû÷èòàëàñü ñòðîêà ñ
ìåíüøèì (èëè ðàâíûì) êîëè÷åñòâîì åäèíèö. Ïðè ýòîé ïðîöåäóðå â èçìåí¼ííîé ñòðî-
êå ëèáî íå áóäåò åäèíèö âîîáùå, ëèáî îíè âñ¼ åù¼ áóäóò èäòè ñïëîøíîé ïîäñòðîêîé.
Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ïî êîëè÷åñòâó åäèíèö.

2. Ïóñòü (fn) � ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííûõ ôóíê-
öèé íà îòðåçêå [a, b]. Äîêàæèòå, ÷òî èç íå¼ ìîæíî âûáðàòü ïîòî÷å÷íî ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü âñå ôóíêöèè âîçðàñòàþò, ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ ïåðåõîäîì ê ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è, âîçìîæíî, ñìåíîé çíàêà. Ïóñòü (rj)j � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [a, b], à òàêæå ñàìèõ ÷èñëå a è b. Ìû ìîæåì
ïåðåéòè ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé fnk,1

, òàê ÷òîáû çíà÷åíèÿ (fnk,1
(r1))k ñõî-

äèëèñü. Äàëåå ïåðåéä¼ì åù¼ ðàç ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè fnk,2
, òàê ÷òîáû çíà÷åíèÿ

(fnk,2
(r2))k òîæå ñõîäèëèñü, è ò.ä. Ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ äðóã â

äðóãà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (fnk,j
)k ïðè j ∈ N ñî ñâîéñòâîì: (fnk,j

(ri))k ñõîäèòñÿ
ïðè i ≤ j.

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ¾äèàãîíàëüíàÿ¿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü gk = fnk,k
ïîòî÷å÷-

íî ñõîäèòñÿ â êàæäîé ðàöèîíàëüíîé òî÷êå îòðåçêà [a, b] è â åãî êîíöàõ ê íåêîòîðîé
ôóíêöèè g : [a, b] ∩ Q → R. Ôóíêöèÿ g áóäåò âîçðàñòàòü êàê ïðåäåë âîçðàñòàþùèõ.
Ïðîäîëæèì g äî êàêîé-òî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè íà âñ¼ì îòðåçêå, ìîæíî íàïðèìåð
ïîëîæèòü äëÿ èððàöèîíàëüíûõ x ∈ (a, b)

g(x) = sup{g(r) | r ∈ Q ∩ (a, b)}.

Òîãäà, åñëè g íåïðåðûâíà â x0 ∈ [a, b], òî äëÿ âñÿêîãî δ > 0 íàéäóòñÿ ðàöèîíàëüíûå
r′ < x0 < r′′, äëÿ êîòîðûõ g(r′) > g(x0) − δ/2 è g(r′′) < g(x0) + δ/2. Èç ïîòî÷å÷íîé
ñõîäèìîñòè â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ìû âèäèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k òàêæå

gk(r
′), gk(r

′′) ∈ (g(x0)− δ, g(x0) + δ).

Íî òîãäà èç ìîíîòîííîñòè gk ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âûõîäèò |gk(x0)−
g(x0)| < δ, òî åñòü g(x0) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íûì ïðåäåëîì gk â òî÷êå x0.

Îñòà¼òñÿ ðàçîáðàòüñÿ ñ òî÷êàìè ðàçðûâà g, â íèõ gk ìîæåò è íå ñõîäèòüñÿ ïîòî-
÷å÷íî ê g. Íî òàê êàê èõ âñåãî íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíîå ÷èñëî, òî ìîæíî èõ çàíóìåðîâàòü



êàê (xi) è åù¼ ðàç ïðèìåíèòü ðàññóæäåíèå èç íà÷àëà äîêàçàòåëüñòâà, âûáðàâ èç ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (gn) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óæå ñõîäÿùóþñÿ â ýòèõ òî÷êàõ.

Çàìå÷àíèå. Çàäà÷à ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà è íà áîëåå àáñòðàêòíîì óðîâíå. Ôóíê-
öèþ fn (âîçðàñòàþùóþ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîé
áîðåëåâñêîé ìåðû íà îòðåçêå. Òîãäà óòâåðæäåíèå çàäà÷è ïî ñóòè ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû Ðèñà è òåîðåìû Áàíàõà�Àëàîãëó î ∗-ñëàáîé êîìïàêòíîñòè øàðà â ïðîñòðàíñòâå
(C[a, b])∗ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ, íàäî òîëüêî âûâåñòè ñåêâåíöèàëü-
íóþ êîìïàêòíîñòü èç òîïîëîãè÷åñêîé êîìïàêòíîñòè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

3. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî cn (çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî n) ñî ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî (çàìêíóòîãî) òåëà K ⊂ Rn ñ öåíòðîì ñèììåòðèè
â íà÷àëå êîîðäèíàò, êîòîðîå ñîäåðæèò ðîâíîm òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ëþáîé
ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ òåëà K ñîäåðæèò íå áîëåå cnm òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè.

Ðåøåíèå. Êîíñòàíòà cn íå ìåíåå 2n, òàê êàê êóá [−1/2, 1/2]n ñîäåðæèò îäíó öåëóþ
òî÷êó, à åãî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ [0, 1]n ñîäåðæèò 2n öåëûõ òî÷åê.

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå cn = 2n. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî íåêîòîðîå
öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîå âûïóêëîå òåëî K ñîäåðæèò m òî÷åê, à åãî ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ K ′ ñîäåðæèò áîëåå 2nm òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Òîãäà ïî ïðèíöè-
ïó Äèðèõëå â K ′ íàéä¼òñÿ ñòðîãî áîëüøå m òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè îäíîé
è òîé æå ÷¼òíîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, K ′ ïåðåñåêàåò íåêîòîðîé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ
óäâîåííîé öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè, 2Zn + u, u ∈ {0, 1}n.

Óìåíüøèâ êàðòèíêó â äâà ðàçà, ìû ïîëó÷èì, ÷òî íåêîòîðàÿ óìåíüøåííàÿ êîïèÿ
K ′′ = 1/2K+ t ñîäåðæèò ìíîæåñòâî S èç áîëåå ÷åì m òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè.
Çàìåòèì, ÷òî èç öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè K ñëåäóåò, ÷òî

K −K := {x− y | x, y ∈ K} = 2K ⇒ K ′′ −K ′′ = K ⊃ S − S.

Íî ìíîæåñòâî ðàçíîñòåé S−S ñîñòîèò èç öåëûõ òî÷åê è èìååò íå ìåíåå |S| ýëåìåíòîâ
(ýòî ïîíÿòíî, åñëè ôèêñèðîâàòü îäèí èç ýëåìåíòîâ ðàçíîñòè). Âûõîäèò, ÷òî âK áîëåå
m òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè � ïðîòèâîðå÷èå.

4. Ïóñòü {vj}mj=1 ⊂ Rn � íåêîòîðûé íàáîð åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ìàò-
ðèöà ñ êîìïîíåíòàìè (n(vi · vj)2 − 1)

m

i,j=1 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííîé.

Ðåøåíèå. Ïðîäîëæèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â äàííîì Rn íà åãî òåíçîðíûé êâàä-
ðàò è áóäåì îáîçíà÷àòü g. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòðèöà èìååò êîìïîíåíòû ng(vi⊗
vi, vj⊗vj)−1 è å¼ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîïðåäåë¼ííîñòü ìîæíî çàïèñàòü êàê íåðàâåí-
ñòâî

m∑
i,j=1

ncicjg(vi ⊗ vi, vj ⊗ vj) ≥ (c1 + · · ·+ cm)
2

äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ c1, . . . , cm. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

ng

(
m∑
i=1

civi ⊗ vi,
m∑
i=1

civi ⊗ vi

)
≥ (c1 + · · ·+ cm)

2.

Îïðåäåëèì òåíçîð C =
∑m

i=1 civi⊗vi, òîãäà â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ñòîèò ng(C,C).
Ðàññìîòðèì òàêæå òåíçîð I =

∑n
j=1 ei ⊗ ei äëÿ ñòàíäàðòíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî

áàçèñà e1, . . . , en ∈ Rn.



Òîãäà g(I, I) = n è

g(C, I) =
m∑
i=1

n∑
j=1

ci(vi · ej)2 =
m∑
i=1

ci,

òàê êàê
∑

j(vi · ej)2 = 1 â ñèëó íîðìèðîâàííîñòè vi.
Òîãäà òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî îêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî

g(I, I)g(C,C) ≥ g(C, I)2,

êîòîðîå ñëåäóåò èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè g.
Çàìå÷àíèå Ïðè α < n ìàòðèöà (α(vi, vj)

2 − 1)
m

i,j=1 ìîæåò íå áûòü ïîëîæèòåëüíî
ïîëóîïðåäåë¼ííîé. Òàê, åñëè m = n è âåêòîðû vi ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ, äàííàÿ ìàòðèöà ðàâíà αI−J , ãäå J � ìàòðèöà èç îäíèõ åäèíèö. Òàêàÿ ìàòðèöà
îáëàäàåò ñîáñòâåííûì ÷èñëîì α − n (ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì èç îäíèõ åäèíèö) è
ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííîé.


