
4). Ïóñòü â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå Õ äëÿ ëþáîé ïàðû

åãî ýëåìåíòîâ x, y ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà. Äîêàæèòå,
÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ x, y ∈ X

(x, y) =
1

4

(
||x+ y||2 − ||x− y||2

)
îïðåäåëÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Õ

Ðåøåíèå. Àêñèîìà 3:

(x, x) =
1

4
||x+ x||2 ≥ 0

, è åñëè (x, x) = 0, òî ||x|| = 0 è ïî àêñèîìå íîðìû õ=0
Àêñèîìà 1 (ñèììåòðè÷íîñòü)

(x, y) =
1

4

(
||x+ y||2 − ||x− y||2

)
=

1

4

(
||x+ y||2 − || − (x− y)||2

)
= (y, x)

Àêñèîìà 2, ÷àñòü 1: àääèòèâíîñòü. Íàäî äîêàçàòü (x + z, y) = (x, y) +
(z, y)

1

4

(
||x+ z + y||2 − ||x+ z − y||2

)
=

1

4

(
||x+ y||2 − ||x− y||2

)
+
1

4

(
||z + y||2 − ||z − y||2

)
,÷òî ýêâèâàëåíòíî

||x+ z + y||2 + ||z − y||2 + ||x− y||2 = ||x+ z − y||2 + ||z + y||2 + ||x+ y||2

Ïûòàåìñÿ èñêëþ÷èòü îòñþäà z ñ ïîìîùüþ äâóõ ðàâåíñòâ ïàðàëëåëîãðàììà{
||x+ z + y||2 + ||z − y||2 = 2||x2 + z||2 + 2||x2 + y||2

||x+ z − y||2 + ||z + y||2 = 2||x2 + z||2 + 2||x2 − y||2

-ïîëó÷èëîñü

2||x
2
+ y||2 + ||x− y||2 = 2||x

2
− y||2 + ||x+ y||2

Ïîäâåäåì ïîä ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ ïàðàëëåëîãðàììà äëÿ âåêòîðîâ
x
2 + y, x

2

2||x
2
+ y||2 + 2||x

2
||2 + ||x− y||2 = 2||x

2
− y||2 + 2||x

2
||2 + ||x+ y||2

||x+ y||2 + ||y||2 + ||x− y||2 = ||x− y||2 + ||y||2 + ||x+ y||2

-ïîëó÷èëè òîæäåñòâî.
Àêñèîìà 2 ÷àñòü 2 (îäíîðîäíîñòü) íàäî äîêàçàòü (ax, y) = a(x, y)
Äëÿ a = 2 äîêàçàíî (x+ x, y) = 2(x, y)
Ïî èíäóêöèè, åñëè äîêàçàíî äëÿ a = n, òî (x+nx, y) = (x, y)+ (nx, y) =

(n+ 1)(x, y) -äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ a äîêàçàíî.

1



Äîêàçàíî, ÷òî

(−x, y) = 1

4
(||y − x||2 − ||y + x||2) = −(x, y)

-äëÿ âñåõ öåëûõ a äîêàçàíî. Ïóñòü a = m
n . Ïîëüçóÿñü òîëüêî òåì, ÷òî

äîêàçàíî äëÿ öåëûõ,

(
m

n
x, y) = m(

1

n
x, y) =

m

n

[
n

(
1

n
x, y

)]
=

m

n
(x, y)

-äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ a äîêàçàíî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë rn → a

|a(x, y)− (ax, y)| = |(a− rn)(x, y)− ((a− rn)x, y)| ≤

≤ |a− rn| · |(x, y)|+
1

4

(
||(a− rn)x+ y||2 − ||y − (a− rn)x||2

)
Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðìû (ãäå-òî îíî äîëæíî áûëî áûòü

èñïîëüçîâàíî!){
||(a− rn)x+ y|| ≤ ||(a− rn)x||+ ||y||
||(a− rn)x+ y||+ || − (a− rn)x|| ≥ ||y||

Îòñþäà

| (||(a− rn)x+ y|| − ||y||) | ≤ |a− rn| · ||x||

||(a− rn)x+ y|| → ||y||

è àíàëîãè÷íî

| (||y − (a− rn)x|| − ||y||) | ≤ |a− rn| · ||x|| → 0

||y − (a− rn)x|| → ||y||

Ïîýòîìó è

1

4

(
||(a− rn)x+ y||2 − ||y − (a− rn)x||2

)
→ 1

4

(
||y||2 − ||y||2

)
= 0

×èñëî |a(x, y)−(ax, y)| îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé, ñòðåìÿùåéñÿ ê 0 ïðè n→∞
, à òàê êàê ñàìî îíî îò n íå çàâèñèò è íåîòðèöàòåëüíî, òî ìîæåò áûòü ðàâíî
òîëüêî 0.

Äîêàçàëè

a(x, y) = (ax, y)

äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî a
Âñå àêñèîìû âûïîëíÿþòñÿ, çíà÷èò ââåäåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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